QUESTION 1 (Q1) - Déformation de barres (Total : 12 points)

A la Figure 1 ci-dessous, une structure toute en acier E = 200 GPa est fixée a un mur en A.

Des points A a C, elle est composée des deux barres paralléles liées en B a une barre simple, de
forme circulaire. La plague mince liant les poutres en B se déplace sans se déformer. Les deux
barres AB subissent la méme déformation et la masse des barres est négligeable.

Une force Fc = 5 kN, pointant dans la direction positive de I'axe des x, est appliquée au point C.
Une autre force inconnue, Fg, pointant dans la direction négative de I'axe des x, est appliquée au
point B.

Le systéme est soumis a une augmentation positive de température de 10°C.

Acier avec E = 200 GPa
a=1x10"6c1
Barres circulaires
Diameétre barre AB: 4 cm

Diametre barre BC: 6 cm

Lig=1m Lge=0.6m

Figure 1: Structure composée de barres soumises a des forces axiales.

A la température initiale :

a) [1 point] Dessiner le diagramme des corps libres de I’ensemble du systeme et donner
I’expression analytique de I’équation d’équilibre.

En tenant compte de 'augmentation de température de 10°C en b), c), d), et e):

b) [2 points] Donner la valeur numérique du déplacement au point C dii seulement a cette
augmentation de température.

c) [5 points] Donner la valeur numérique de la force Fg appliquée pour que le déplacement
au point C soit nul.

d) [1 point] Exprimer la contrainte dans les segments AB en fonction des forces Fg et F et de
I'aire.

e) [3 points] Donner I’expression de I’énergie de déformation relative du systéme complet en
fonction des forces appliquées, Fg et F, et des constantes de rigidité kas et kac.
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QUESTION 1 - SOLUTION (12 points)

a) [1 point] Dessiner le diagramme des corps libres de I’ensemble du systéeme et donner
I’expression analytique de I’équation d’équilibre.

Deux versions possibles du diagramme des corps libre :

Equation d’équilibre: — R— Fg+F, =0

b) [2 points] Quel est le déplacement au point C di a cette augmentation de température ?
ALty = ALgg + ALge = adAT X (Lyp + Lpc)
ALgor =1 X107 X 10°C X 1.6 m = 1.6 X 10> m

c) [5 points] Quelle est la valeur de la force Fz qui doit étre appliquée pour que le
déplacement du point C soit nul ?
Oar + O4p + Opc = 0O

S = 1.6X10""m et Aug = 7% 0.022, A = 7x 0.032

S = Ng¢ _ F¢ _ Felpe
Be ch % EApc
Lpc
F, F,
s Ngp C/z_ B/z _ Fc—Fg  (Fc—FpylLsp
AB =

B kAB kAB B 2kAB B 2EAAB

(Fc — FgyLap | Fclpc

Oour + Oap + Opc = 2EA,, Edge

+5AT:0

_ FB LAB FC LAB FCLBC
ZEAAB ZEAAB EABC

+5AT=O

_ 2FEAup (Fclap | Fclpe FcLap | Fclpe

( + + 5) 2445 ( +
BT Lip \2EA,p  EAgc ar Lip \ 24,5 Apc

o)

Fy = 15709 N
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d) [1 point] Exprimer la contrainte dans les segments AB en fonction des forces Fy et F.

NAB FC FB A
=22 = — i Fz/2 B
Oup = AAB avec NAB = /2 /2 NAB B/
o = Fc — Fp

e) [3 points] Donner I’expression de I’énergie de déformation relative du systéme complet en
fonction des forces appliquées, Fg et F et des rigidités kas et kac.

2

UtOt = UAB + UBC avec U = IZV_k

ou en utilisant: Uppp = fan ds = f066 x k dé

FZ
Upc = ne
U DL, TR L N i
= * = — ¥k — % = — %k * =
ou Ugc = Upc * Vpc > E BCABC =5 EA%;C BCABC 2kpe
Ngg  (Fc— Fp)?
Usp = Zkeeqq = ak, e keq = 2kap
ou en sommant pour les 2 barres AB:
F, F,
_ Nis _ ( C/z_ 3/2)2 _ (Fe— Fg)?
Upp =2 X =2 X =
ZkAB ZkAB 4kAB
1 OfB 1 (FC"PE)Z (F¢ — Fb)z
ou UAB = uAB * VAB = E*?* ZLABAAB = E*m* ZLABAAB = W
F,— Fg)? F?
etdonc Uy = (Fe 5) + =

4kap 2kpc
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QUESTION 2 (Q2) - Transformation des contraintes (Total : 5 points)

Considérer que tous les éléments de |'exercice suivant sont en deux dimensions (2D), c’est-a-dire
que les contraintes et les déformations dans la direction Z sont nulles.

Important : Résoudre des systemes d’équation uniquement numériquement ne rapportera aucun
point. Une résolution analytique compléte est demandée comme solution.

Les contraintes principales pour un élément bidimensionnel sont données comme suit: o4 =
50 MPa,o, = —35 MPa (Figure 2, a droite). De plus, selon les axes x-y, o, est connu comme
étant 25 MPa, alors que 0, et T,,, ne sont pas connus (Figure 2, a gauche).

a) [3 points] Donner les expressions analytiques et les valeurs numériques de o, et ,,,.

b) [2 points] Donner I’expression analytique et déterminer la valeur numérique, en degrés, de
I'angle 6,, des contraintes principales par rapport au systéme de coordonnées x-y.

o, =50 MPa

Figure 2 : Elément bidimensionnel avec une contrainte normale connue dans la direction de |'axe des x
(a gauche), et le méme élément avec les valeurs connues pour les contraintes principales (a droite).
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QUESTION 2 - SOLUTION (5 points)

a) To determine the values for g, and 7,,, we can use the following relationships:

0y + 0, =cst > 0, +0, =01 +0;, >0, =0 +0, — 0y

O, — O\ 2 Oy — Oyn\2 01 — O\ 2
(x y) +Txy=CSt—>(—x2 y) +T§y=(1 2)

2 2
2 Txy = j(al ; 02)2 B (Ux ; Gy)z

Alternatively, 7,, can be obtained from the equation for ,,,,:

Oy — 0y\?2
— — 2
Tmax—al_o'z—\/( 2 ) + Tyy

ox + 0y\* (0 — 02
S X

Numerical application:

gy, = 50 + (=35) — 25 = =10 MPa

T

b) We can use the formula for the calculation of the angle of the principal axes:

oL (2T \ 1 (2*38.73)_+32840
p—zarcan oy — o, —Zarcan 25_(_10) = Io.4.

The drawing indicates a positive 6, and 7, however the negative values are also correct.
Note that the signs of 7,,,, and 8, must match, otherwise the stress state is not congruent with
the exercise description.

Alternatively, point b) can be solved first, for example, as follows:

b) Knowing that the shear stress is 0 in the axes of the principal stresses:

_O-1+O-2 0-1_0-2
2 2

Oy cos(—20p) + 0 * sin(—29p)
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Rearranging this equation yields:

p _1 (20x—01—02>
p = 5 arccos o =0,
Numerical application:
1 2% 25—-50—(-35) .
0, = Earccos( 50 = (=35) ) = +32.84

a) The answer to point a) then follows using the transformation equations:

o, +o0, 05—
2 2

oy — 0y |
= > 251n(—29p)

Oy = il ;02 i ; %2 cos(—Zﬁp) + 0 * sin(—Zﬁp) =
Tay = 01 502

%2 cos (—26,)

sin(—ZBp) + 0 * cos(—29p) = —

Numerical application as above.
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QUESTION 3 - Contraintes et force maximales avec couple (8 points)

Une poutre métallique cylindrique homogéne fixée a une extrémité est sous l'influence d’une
force et d’un couple comme le montre la Figure 3 ci-dessous. Au point C, un couple T =

50 [N * m], et au point B une force normale F = F €, agissent sur la poutre.

Considérons que la poutre a les propriétés suivantes: L = 1 [m], R = 1 [cm], |a contrainte limite
d’élasticité 0,19 = 250/ [MPa].

a. [1 point] Exprimer les contraintes normales, o, et g,, en fonction de la force F dans le
segment AB (pas de valeurs numériques demandées).

b. [2 points] Pour chacun des segments, AB et BC, exprimer la contrainte de cisaillement
maximale en fonction de la force F et du couple T appliqués (pas de valeurs numériques
demandées).

c. [5 points] En utilisant le critére de la « Contrainte maximale » et pour un facteur de sécurité
FS=2, calculer la valeur numérique de la force maximale F appliquée a la rupture.

Important en c) : Résoudre des systémes d’équation uniquement numériguement ne rapportera
aucun point. Une résolution analytigue compléte est demandée comme solution.

Vue latérale Coupe transversale
VT_)
y
x L,
z
F T
° — —d>>
A B C
T 7 R
B

Figure 3: Poutre cylindrique soumise a des charges axiales et de torsion;
vue latérale et coupe transversale.
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QUESTION 3 - SOLUTION (8 points)

a. [1 point] Exprimer les contraintes normales, o, et g,, en fonction de la force F dans le
segment AB (pas de valeurs numériques demandées).

We define g, and gy, as

N F F
0, =—=-=— and 0, =0
X A4 A nR? y

A=nR? =n(1[cm])? = 3.142 * 10~* [m?]

b. [2 points] Pour chacun des segments, AB et BC, exprimer la contrainte de cisaillement
maximale en fonction de la force F et du couple T appliqués (pas de valeurs numériques
demandées).

For segment BC, we calculate torsional component of shear stress from the following formula
which is maximum at the outer edge of the cylinder:
Tine *7 T *R
Tyy = A = Txy:T
0=-=Tipe+T so Ty =T

2 2 2 2
I F TR F 2T
For segment AB: Tyy,max = (ZA) + < Ip ) - +\/(£) + (ﬁ)

Since this is a cylinder made of a single, homogeneous material, we know:
Ip= [, pPdA = [[®“" 2mp3dp ="
T T
Ip = Er“’ = E(O'Ol [m])* = 15.71 % 107° [m*]

Resulting in

__ Tipexr _ T*R 2T

Uxy Toa
4 3
Ip >R TR

__ T+*R _ (50 [N+m])(0.01 [m]
Tay= I,  (15.708+10~9 [m*])

) = 31.83 [MPa]
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c. [5 points] En utilisant le critére de la « Contrainte maximale » et pour un facteur de sécurité

FS=2, en reliant la contrainte maximale, ,,,,, aux contraintes normales et de cisaillement,
calculer la valeur numérique de la force maximale F appliquée a la rupture.

We define 0,4, as Omax = UJ;i;ld
250

Omax =

We use the equation that can relate gy,4x t0 0% and Ty y max:

2
Oyi Oxto Ox—0.
__ Oyield __ 9x7TOy x~ Oy 2
g . = = + (—) +1
max SF 2 - \/ 2 Xy

We now implement these expressions and values in the formula for principal stresses:

2
_ Oyiela _ Ox Ox 2 <2Tint>
Omax = ~gp— = 5 T (2) =

_ Oyieta 1(F F , |\ 1F F 2T e\
Omax = ~gp- ~ 3\ a2t (z) Tty =5\t (z) +4(m3)

Method 1: Solving for o,

Ox Ox\?
Omax = 7i (_) +T925y

We rearrange this solution to solve as a function of g, :

20max = Ox T / 0% + 41%,

2 _ 2 2
(Zo-max - Ux) = 0oy t 4'Txy
40fax — 40max0x + 0F = 07 + 415,

2 — 2
4'O-max - 4'O-maxo-x - 4Txy

2
_ Txy
Ox = Omax —

Umax

OR
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Oy Oy
(Gmax - 7) = T + Tazcy

2 0F _0%
Omax — OmaxOx T T - 4 + Txy

— 2 2
Omax9x = Omax — Txy

2
T
Ox = Omax — =
max
2 2
Ty (31.83 [MPa])
O, =0, — = 39.79 |[MPa]| —
* max max [ ] 39.79 [MPa]
oy = 14.33 [MPa]
F =Ax*o,

F = (3.142 x 107* [m?])(14.33 [MPa]) = 4500 [N]
Method 2: Solving for F

2 2
Oyieta 1| F ( F ) 1 F ( F > <2Tint>
=2 | 4 (=) +422, |= 2| —+ |[[—) +4
Omax SF 2\ r2 = | \nr? Ty 2\ r2 — (\nr2 mr3

SF T2
am?rt (%22) - 4mr? (Gyi”d) F4p?= p?yglin
SF SF r2
0. 2 O 71.2
2 4 (“yield _ 2 yield — Zint
Ter (_SF ) r (_SF )F 2 2
2
F= 1 ' . (ineld)z _ 9 Tint
72 (Uyleld) SF 12
SF
2
F= T[Tz ineld _ 4SF * Tint
SF n2r6o-yield

250 4%2xTE
F =m*(1[cm])? |=—[MPa] — il

& w2« (1 [em])e x (220

[MPa])

F = 4500 [N]
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